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IMPACTO DA ESCOLHA DA FUNC}AOADE VEROSSIMILHANCA NA
ESTIMATIVA DE INCERTEZA E INFERENCIA DOS PARAMETROS DE
UM MODELO DE INTERCEPTACAO

Debora Yumi de Oliveira '* & Pedro Luiz Borges Chaffe 2& Jo&o Henrique Macedo S& 3

Resumo — O uso da inferéncia bayesiana na quantificacdo da incerteza e estimativa dos parametros
de modelos hidrologicos requer a selecdo de uma funcdo de verossimilhanca que represente
adequadamente os residuos do modelo. Este trabalho tem por objetivo avaliar o uso de diferentes
funcbes de verossimilhanca na calibracdo de um modelo de interceptacdo simplificado, utilizando
dados horérios de chuva interna. Modelos para os residuos com crescente complexidade foram
considerados, sendo as seguintes caracteristicas acrescentadas sequencialmente: inflacdo da
distribuicdo com zeros, heteroscedasticidade, curtose e autocorrelagdo. Os resultados foram
avaliados de acordo com a qualidade da faixa de incerteza e a verificacdo das premissas assumidas
para os residuos. As funcbes de verossimilhanca que consideram heteroscedasticidade e uma
distribuicdo dos residuos inflada com zeros apresentaram melhores resultados. Os resultados deste
trabalho confirmam que a utilizacdo de uma funcéo de verossimilhanga cujas premissas sobre 0s
residuos sejam ao menos parcialmente satisfeitas melhora a confiabilidade da incerteza estimada.
Entretanto, a incorporacdo de autocorrelagdo no modelo para os residuos necessita de estudos mais
aprofundados.

Palavras-Chave — estimativa de incerteza, inferéncia Bayesiana, funcao de verossimilhanca

IMPACT OF THE LIKELIHOOD FUNCTION ON THE PREDICTIVE
UNCERTAINTY AND PARAMETER INFERENCE OF A RAINFALL
INTERCEPTION MODEL

Abstract — The use of Bayesian inference for uncertainty quantification and parameter estimation
of hydrological models requires the definition of a likelihood function that properly represents the
model residuals. The aim of this paper is to assess the impact of different likelihood functions on
the calibration of a rainfall interception model by using hourly throughfall data. The following
characteristics were sequentially considered in the residual model formulation: zero-inflated
distribution, heteroscedasticity, kurtosis and autocorrelation. The results were evaluated with
respect to the quality of the predictive uncertainty and the fulfillment of the assumptions about the
model residuals. The likelihood functions that assume heteroscedastic and zero-inflated errors
provided better results. Our results confirm that the use of a likelihood function that more closely
describes the model residuals improve the reliability of the predictive uncertainty. However, the
incorporation of autocorrelation in the residual model needs further investigation.
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INTRODUCAO

A estimativa das incertezas associadas aos resultados de uma simulacdo é uma parte
fundamental do processo de modelagem, transmitindo maior confiabilidade as previstes e
permitindo identificar componentes do modelo que precisam ser aprimorados. Uma forma de se
obter esta faixa de incerteza é a partir da combinacdo das saidas do modelo (componente
deterministico) com um modelo para os residuos (componente probabilistico). Nesta abordagem, os
diferentes erros envolvidos no processo de modelagem (e.g. erros nos dados monitorados, erros na
estrutura dos modelos, erros nas forcantes do modelo) sdo agregados e representados através de
uma distribuicéo de probabilidade.

A inferéncia bayesiana permite a estimativa conjunta dos valores dos parametros do modelo e
da incerteza associada as simulacGes. Segundo o teorema de Bayes, a distribuicao posterior de um
conjunto de parametros P(x|Y) — sendo x o conjunto de pardmetros e Y as observacdes — pode ser
obtida a partir da atualizacdo da distribuicdo a priori dos parametros P(x) com a funcdo de
verossimilhanca P(Y|x), i.e., P(x|Y)=P(x) P(Y|x). A funcdo a priori sumariza o conhecimento
sobre os valores dos parametros antes da obtencdo de qualquer informacdo sobre os dados Y. A
funcéo de verossimilhanca mede em termos probabilisticos a distancia entre as saidas do modelo e
as observacdes. A distribuicdo posterior dos parametros é utilizada para determinacdo da incerteza
associada aos parametros do modelo. A faixa de incerteza total € obtida a partir da adicéo ao valor
simulado de um valor amostrado da distribuicdo de probabilidade assumida para os residuos.

A principal dificuldade da utilizagdo da inferéncia bayesiana para estimativa dos parametros e
incerteza das simulaces reside na formulacdo de uma funcdo de verossimilhanca que represente 0s
residuos de maneira adequada. A violacdo das premissas assumidas para os residuos resulta em
valores ndo confiaveis para os parametros e para os intervalos de incerteza (Thyer et al., 2009;
Schoups e Vrugt, 2010; Smith et al., 2010; Kavetski et al., 2011; Smith et al., 2015). Na
modelagem hidrolégica, os residuos sdo geralmente heteroscedasticos e autocorrelacionados
(Schoups e Vrugt, 2010). Além destas caracteristicas, Smith et al. (2010) constatou que para bacias
efémeras a distribuicdo dos residuos é inflada de zeros devido ao grande nimero de observacGes
nulas, o que dificulta a utilizacdo de funcbes de verossimilhanca baseadas em uma Unica
distribuicdo de probabilidade para todos os residuos. Muitos estudos vém sendo conduzidos visando
incorporar heteroscedasticidade (Schoups e Vrugt, 2010; Cheng et al., 2014; Mclnerney et al.,
2017), autocorrelacdo (Schoups e Vrugt, 2010; Evin et al., 2013) e distribuicdo inflada com zeros
(Smith et al., 2010) nos modelos para os residuos.

Este trabalho tem por objetivo avaliar o uso de diferentes funcGes de verossimilhanga na
calibracdo de um modelo de interceptacdo simplificado, utilizando dados horarios de chuva interna.
Devido a escala temporal de ocorréncia do processo, a série é caracterizada pela presenca de muitas
observacGes nulas. Visando ampliar a aplicabilidade da Generalized Likelihood function
apresentada por Schoups e Vrugt (2010), nos propomos uma modificacdo desta funcdo de
verossimilhanga com tratamento separado de residuos nulos. Esta modificagdo teve como base o
procedimento utilizado por Smith et al. (2010) no desenvolvimento de uma funcdo de
verossimilhanga para a modelagem hidroldgica de bacias efémeras.

MATERIAIS E METODOS
Modelo de interceptacéo

O modelo de Rutter (Rutter et al., 1971) foi utilizado para simula¢do da variacdo da chuva
interna ao longo do tempo. Este modelo considera que a vegetacdo se comporta como um tanque de
armazenamento, que tem como entrada a chuva interceptada pela vegetacao (aP, em que a € um
pardmetro relacionado a eficiéncia de interceptacdo) e as saidas ocorrem por drenagem (D) e
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evaporacdo (E). Uma formulacdo simplificada para o célculo da taxa de drenagem da copa foi
considerada: D = b(S — ¢), em que b € um pardmetro de drenagem da copa, S é 0 armazenamento e ¢
representa a capacidade de armazenamento (Vrugt et al., 2003). A taxa de evaporagdo varia
conforme a quantidade de &gua armazenada na vegetacdo: E = dE, S/c, sendo d um parametro de
eficiéncia da evaporacdo e Ep a evaporacdo potencial; assumindo um valor maximo quando a copa
esta saturada (S = c). O balanco de agua armazenada na copa é dado por:

ds S
—=aP-b(S-c)-dE_— 1
pm (S-c) P 1)

O método de Euler implicito foi utilizado para resolucdo da Eq. 1 considerando um passo de
simulacéo de 1 min.

Area de estudo e dados

A éarea de estudo é a bacia experimental do rio Araponga (Mota et al., 2017). A bacia esta
localizada no municipio de Rio Negrinho, norte do estado de Santa Catarina, e é coberta por
vegetacdo nativa secundaria. Os dados de chuva total e chuva interna com 5 minutos de resolucédo
temporal foram monitorados na bacia experimental de 26/02/2014 a 06/10/2014 (S&, 2015). A
evaporagdo potencial diaria foi considerada como sendo igual a 4 mm d*. A série de dados foi
separada em eventos de precipitacdo considerando um periodo seco de 12 horas entre um evento e
outro, assumido como sendo suficiente para secagem completa da copa. Os 59 eventos resultantes
foram classificados em ordem crescente de chuva total e redistribuidos de maneira alternada em
duas séries (série A e série B) que foram utilizadas para calibracdo e validacdo do modelo de
interceptacdo. Os dados foram acumulados para obtengdo de uma série com resolucao temporal de 1
hora. As séries A e B sdo compostas por 51% e 40% de observacgdes iguais a zero, respectivamente.

Inferéncia dos parametros e estimativa incerteza

O algoritmo de calibracdo automatica differential evolution adaptive Metropolis — DREAM
(Vrugt et al., 2008; 2009; Vrugt, 2016) foi utilizado para obtengéo dos valores dos parametros do
modelo e da faixa de incerteza associada as simulacfes. Os valores iniciais dos parametros foram
amostrados de uma distribuicdo uniforme com os limites especificados conforme apresentado na
Tabela 1. A série A foi utilizada na calibracéo e a validacéo foi realizada com a série B.

Tabela 1. Intervalos dos pardmetros do modelo de interceptacdo utilizados como informacéo prévia na calibragdo.

Parametro Descricdo Min. | Méax. | Unidade
a Eficiéncia de interceptacdo 0,1 1,0 -
b Pardmetro de drenagem da copa 1,0 | 1000,0 dt
c Capacidade de armazenamento da copa 0,1 10,0 mm
d Eficiéncia de evaporacéo 0,1 5,0 -

Uma das especificacGes requeridas pelo DREAM é a funcdo de verossimilhanca a ser
utilizada. Neste trabalho, foi analisado o uso de fungbes de verossimilhanga com crescente
complexidade do modelo para os residuos (Tabela 2). A primeira funcéo de verossimilhanca testada
(L1) é comumente empregada em estudos de modelagem hidroldgica e foi utilizada como base para
comparagdo com as demais. A partir de L1, as seguintes caracteristicas foram consideradas
sequencialmente: inflacdo da distribuicdo com zeros (L2); heteroscedasticidade (L3); distribuigéo
ndo gaussiana (L4) e autocorrelacdo (L5). Na consideracdo de uma distribuicdo inflada com zeros,
0s residuos sdo divididos em trés categorias: residuos nulos, residuos ndo nulos para observactes
nulas, e residuos ndo nulos quando a observacdo € ndo nula. A distribuicdo dos residuos é uma
composicdo da distribuicdo assumida para cada uma destas categorias (Smith et al., 2010). A
heteroscedasticidade foi considerada a partir da inclusdo de um modelo linear para o desvio padréo
dos residuos: ot = oo + o1 J(X), em que yt € o valor simulado com o conjunto de parametros X e oo €
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o1 S80 os coeficientes linear e angular, respectivamente. Para considerar uma distribuicdo néo
gaussiana para os residuos, foi utilizada a Generalized Likelihood function (Schoups e Vrugt, 2010),
que possui parametros de curtose e skewness. Apenas 0 parametro de curtose foi calibrado, sendo
que o pardmetro de skewness foi mantido igual a 1 (distribuicdo simétrica). Um modelo
autoregressivo de primeira ordem foi utilizado para consideracdo de autocorrelacdo dos residuos
(Schoups e Vrugt, 2010).

Tabela 2. Premissas sobre os residuos e funcdes de verossimilhanca correspondentes.

# |Premissas log da funcdo de verossimilhanca
Erros gaussianos, homoscedasticos e ,_ N B 1 L o
L1 independentes (= 2Iog(27r) nlog(c) 50 D&

2= n,log(p)+n,log(l- p) - n,log(2zc) —la’zz(ﬁ:‘zz +
Erros gaussianos, homoscedasticos, 2 A
independentes e inflados com zero N

P ..—n,log(27c) —%0"228132

t=1

L2

1,
C=nlog(p)+n,log(l- p)-n,log(27o,) _Eo-t zzgtzz +
Erros gaussianos, heteroscedasticos, =1
independentes e inflados com zero ]
P ...—n,log(270,) —%o{zzg%z

t;=1

L3

Erros ndo-gaussianos,

. . 20 op 21(1+)
L4 |heteroscedasticos, independentes e (= nlogp+n,logl-p)+n,log—= z ogo, - CﬂZ‘ gtz Py
inflados com zero gt im
Erros ndo-gaussianos 211+ 5)
. ! . £F —
L5|heteroscedasticos, autocorrelacionados e s log il Z'Og% /fZ‘ 8
3=1

inflados com zero
n é o ndmero total de observacdes, n; é o nimero de observagdes nulas simuladas com erro igual a zero, n, € 0 nimero de observagfes nulas
simuladas com erro diferente de zero, n; é 0 nimero de observagdes nédo nulas, p = ni/(n; + ny), o € o desvio padréo dos residuos &, i = ao + o1 Ji(X), &
=¥ — (), p € o parametro de curtose, & é o parametro de skewness, o, w; € Cs S&o calculados a partir dos parametros S e &. Para L5, & = ¢1 &1 + & oy,
sendo ¢; 0 parametro do modelo autoregressivo.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Avaliacéo da faixa de incerteza dos parametros

A distribuicdo posterior para os parametros é apresentada na Figura 1. Dois comportamentos
distintos podem ser observados: um para as fungdes de verossimilhanca que consideram que 0sS
residuos sdo homocesdasticos (L1 e L2); e outro quando a heteroscedasticidade é incluida (L3, L4 e
L5). A consideragdo de autocorrelagdo dos residuos (L5) resultou em uma maior incerteza para 0
parametro d do modelo de interceptacdo, que pode ter sido consequéncia da correlacdo deste parametro
com o parametro do modelo autoregressivo (resultado ndo apresentado).

1,0 1000 10 5
= = ==
0,8 %] 800 8 4
0.6 600 6 ;
N = Q ~
400 4
L e 2
= = 200 21 %} 1
0,2 = L =
LI L2 L3 L4 L5 Ll L2 L3 L4 LS L3 L4 L5 LI L2 L3 L4 L5

Figura 1. Distribuicdo posterior para os parametros do modelo de Rutter apos calibragcdo com cada uma das fun¢des de
verossimilhancas analisadas (L1 a L5) e com a série de dados A. Os diagramas de caixa foram construidos utilizando as
Gltimas 3.000 amostras geradas pelo algoritmo DREAM ap6s convergéncia para uma distribuicdo estacionaria. A
mediana é apresentada em vermelho, os limites da caixa representam 0s percentis 25 (1) € 75 (gs) e as hastes se
estendem até g1 — 1,5 (g3 —q1) € gz + 1,5 (03 — qu).
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Avaliacdo da faixa de incerteza das simulacgdes

A incerteza associada ao resultado das simulagdes foi quantificada a partir da utilizacdo de
dois indices: a confiabilidade (Smith et al., 2010), que representa a propor¢do de dados observados
englobados pela faixa de incerteza (Figura 2); e um indice de precisdo (Mclnerney et al., 2017), que
indica a espessura da faixa de incerteza (Figura 3).0 ideal é que a confiabilidade se aproxime ao
méaximo do valor do intervalo de incerteza considerado, com um menor valor possivel para o indice
de precisdo. Além destes indices, a qualidade da faixa de incerteza foi avaliada a partir da
proximidade dos resultados do gréafico quantil-quantil (QQ) da linha 1:1 (detalhe na Figura 3 — para
maiores explicacBes sobre a utilizacdo do grafico QQ na andlise da faixa de incerteza, ver Thyer et
al., 2009).

De maneira geral, o valor do indice de precisdo aumentou com o aumento de complexidade
do modelo para os residuos (Figura 3). Porém, a confiabilidade para diferentes intervalos de
incerteza foi aprimorada, com excecédo da L5 (Figura 2). A utilizacdo da L5 superestimou a faixa de
incerteza, especialmente para os valores ap0s 0s picos. Este resultado pode ter sido consequéncia da
utilizacdo dos residuos brutos no modelo autoregressivo.

A funcdo de verossimilhanca que ndo trata separadamente os residuos nulos (L1) resultou em
uma menor incerteza nas simulac@es, porém superestimando a incerteza para valores proximos a
zero e subestimando a incerteza para valores mais altos (Figura 3). As fung¢Ges de verossimilhancga
L3 e L4 resultaram em uma faixa de incerteza mais adequada, o0 que pode ser observado a partir da
proximidade dos resultados do grafico QQ da linha 1:1 (detalhe na Figura 3) e da proximidade da
confiabilidade do valor de intervalo de incerteza considerado (Figura 2).

Calibracao

100 .
_ L1 o o L2 . L3 L4 L5 «°
S [e] ° [ ]
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Validagdo
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3 60 9 .

50 2
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Intervalo de incerteza (%)
Figura 2. Confiabilidade do intervalo de incerteza para as diferentes funcGes de verossimilhanca consideradas (L1 a L5)
para os periodos de calibracdo e validacdo. Para as funcdes de verossimilhanca que consideram uma distribuicdo dos
residuos inflada com zeros (L2 a L5) apenas as observagdes simuladas com erro ndo nulo foram consideradas.

Analise dos residuos

Para verificacdo do cumprimento das premissas de cada uma das func¢des de verossimilhanga
testadas, os residuos foram analisados em termos de ajuste a distribuicdo assumida, variancia em
funcdo do valor de chuva interna simulado e autocorrelagdo (Figura 4). Como era esperado, a
presenca de muitas observacgdes nulas resultou em uma distribuicdo dos residuos inflada em torno
de zero para L1. A utilizacdo de L2 ndo foi suficiente para que os residuos se adequassem a
distribuicdo gaussiana assumida inicialmente. Quando a heteroscedasticidade foi considera (L3, L4
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e L5), um melhor ajuste dos residuos a distribuicdo assumida foi obtida. Por outro lado, verifica-se
que a variancia néo fica constante conforme o valor simulado de chuva interna, sendo maior para
valores proximos de zero. A falha da utilizacdo de um modelo linear para a variancia dos residuos
em séries com muitos valores proximos a zero também foi constatada por Evin et al. (2013). A
utilizacdo de um modelo autoregressivo de primeira ordem ndo foi suficiente para remover a
autocorrelacao dos residuos.
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Figura 3. Incerteza das simulagGes de chuva interna (Tf): série de dados observados (pontos vermelhos), intervalo de
90% da incerteza total (cinza claro) e associada aos pardmetros (cinza escuro) para cada uma das fungdes de
verossimilhanca analisadas (L1 a L5). Apenas uma parte da série de calibracdo (esquerda) e validagdo (direita) é
apresentada para facilitar a visualizagdo dos resultados. No detalhe, grafico quantil-quantil (QQ) dos quantis observados
em fungdo dos quantis tedricos de uma distribui¢do uniforme U[0,1]. IP é o indice de preciséo (adimensional).
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Figura 4. Anélise dos residuos para cada uma das funcfes de verossimilhanca (L1 a L5). Painel superior: distribuicdo
dos residuos (barras) e distribuigdo assumida (em vermelho). Painel central: residuos em funcdo da chuva interna
simulada. Painel inferior: correlograma da autocorrelagéo total. Para as fungdes de verossimilhanga que consideram
uma distribuicao dos residuos inflada com zeros (L2 a L5) apenas os residuos ndo nulos foram considerados.

CONCLUSOES

Neste trabalho noés propusemos uma modificacdo da Generalized Likelihood function
apresentada por Schoups e Vrugt (2010) que amplia a sua aplicabilidade para situagdes em que a
série observada apresenta muitas observac@es nulas. A utilizacdo de uma distribuicdo ndo gaussiana
para os residuos ndo promoveu melhorias significativas quando apenas heteroscedasticidade é
considerada. Contudo, foi verificada a necessidade de consideracdo de curtose da distribuicao
quando um modelo autoregressivo para os residuos € incorporado. Além de sua aplicabilidade na
modelagem de interceptacao, estudos de geracdo de vazdo em encostas, modelagem hidrologica em
bacias de cabeceira, bacias efémeras ou com vazao intermitente podem beneficiar de sua utilizacéo.

O uso de diferentes fungdes de verossimilhanga foi avaliado em termos do impacto causado
na inferéncia dos pardmetros e na estimativa da incerteza associada aos resultados das simulagdes.
A utilizacdo de uma funcao de verossimilhanga com modelo para os residuos cujas premissas sejam
pelo menos parcialmente satisfeitas melhora a qualidade da incerteza estimada e transmite uma
maior confiabilidade aos valores dos parametros obtidos.

Nenhuma funcdo de verossimilhanga conseguiu atender a todos os requisitos analisados
avaliados em termos da qualidade da faixa de incerteza e da verificagdo das premissas sobre os
residuos. As fungdes de verossimilhanca que consideram heteroscedasticidade e uma distribuicéo
dos residuos inflada com zeros apresentaram melhores resultados. A incorporacdo de um modelo
autoregressivo para os residuos piorou a qualidade da faixa de incerteza estimada, e ndo foi
suficiente para remover toda autocorrelagdo. A dificuldade da consideragdo de um modelo
autoregressivo (L5), cujo parametro resultou em correlagdo com os outros parametros calibrados,
evidencia a necessidade de estudos mais aprofundados nesta area.
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